L. Sup. B/L Le 29 novembre 2024

DS n°2

(durée : 4 heures)

Exercice 1 (Les deux questions sont indépendantes)

br —10y —2z—7t =7
r 2y H4z—t =1
20 -4y —2—3t =3
r -2y +4z =0

1. En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre le systeme : (5)

Ecrire la matrice A associée & (S). A est-elle inversible ?

2. En utilisant la méthode du pivot de Gauss et en discutant suivant la valeur du parametre

x +y +z=1
a € R, résoudre le systeme : (S') ¢ (a + 1)z +ay = 2a
azr +a+1l)y =1

Exercice 2 (Les deux questions sont indépendantes)
1. Dans R3, on considere les vecteurs u; = (1,1,—1),us = (1,0,1) et ug = (1,2,1), et
'ensemble E = {(z,y,2) € R3 | x — 2y — z = 0}.
a) Les familles (u1,u2) et (uy,ug, us) sont-elles libres 7 Justifier.
b) Les vecteurs uj, u2 et ug appartiennent-ils a £ 7
c) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3. En donner une base et sa dimension.
d) Montrer que E = Vect{u;,us} puis déterminer £ N Vect{us}.

e) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur z,y et z pour que
(x,y, z) € Vect{uy, us}.
2. Dans R*, on considere les vecteurs v1 = (2,1,3,4),v2 = (0,1,0,1),v3 = (2,2,2,0),
vy =(2,-1,4,7),v5 = (4,4,5,5),v6 = (2,2, 1, —5).
Soit E le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs vy, va, v3, U4, Us, Us.

a) Déterminer la dimension de E et montrer que (v, v2,v3) en est une base.
Quelles sont les coordonnées du vecteur vg dans cette base ?

b) Déterminer un vecteur vy tel que (vy,va,v3,v7) soit une base de R*.

Exercice 3

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere la matrice M,, carrée d’ordre n
dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 0, et tous les autres coefficients sont égaux

o 1 --- 1
al: M,= 1 .0 * |. On note I, la matrice identité d’ordre n.
1 -« 1 0

1. Etude du cas n = 3.

0 1 1 1 1 1
Dans cette question, on considere les matrices M = (1 0 1) et P = (—1 0 1 )
1 1 0 0 -1 1

a) Calculer M? — M.
b) Déduire de a) que M est inversible et donner son inverse.
c¢) Montrer que P est inversible et déterminer P~

-1 0 0
d) On pose D = P~ M P. Montrer que D = < 0 -1 0).
0 0 2
e) Montrer que, pour tout entier naturel k, on a Mk = ppkp—1,



f) Soit k£ € N. En utilisant les résultats des questions précédentes, montrer qu’il existe deux
réels ay, et by, (que 'on déterminera) tels que M* = a, M + by I3.

2. Cas général : n est un entier naturel quelconque supérieur ou égal a 2.
On considere la matrice J, carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1.
a) Montrer que, pour tout k& € N*, on a (Jn)k =nF17,.
b) Exprimer M, en fonction de I, et J,.

c) A T’aide de la formule du bindme, montrer que, pour tout k£ € N*, on a :

k
(M,)* = cpd + (—1)FI, oack==§:(§)n?4(—1ﬁ—?

=1

(n— D + (-1)F

d) Montrer que : Yk € N*, ¢ = m
e) En déduire, pour tout entier naturel £ non nul, une expression des coefficients diagonaux
et des coefﬁcnents non diagonaux de (M,)*, en fonctlon de n et de k.

Exercice 4

On considere l'application f R} — R3 et on pose
(,y,2) — (—y—2z,—x — z,x +y + 22)
=(1,1,-1),v=(-1,-1,2) et w=(2,—1,-1).
1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Montrer que I'ensemble E = {(x,y,2) € R3 | f((z,y,2)) = (x,9,2)} est un sous-espace
vectoriel de R? et en déterminer une base puis sa dimension.

. Montrer que (v, w) est aussi une base de E.
. Montrer que (u) est une base de Ker(f).
. Déterminer la dimension de Ker(f). f est-elle injective ?

. Sans calculs supplémentaires, déterminer la dimension de Im(f). f est-elle surjective ?

. Montrer que la famille (u,v,w) est une base de R3.

On considere la matrice P dont les colonnes sont constituées des coordonnées de u, v et w
ans la base canonique de R3.
Ecrire P et justifier sans calculs que P est inversible, puis déterminer son inverse P!,

10. Déterminer f(u), f(v) et f(w), puis f2(u), f2(v) et f3(w). Que peut-on en déduire pour
fet ffoufi=fof?
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7. Déterminer une base de Im(f).
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