L. Sup. B/L Le 4 avril 2025

DS n°5

(durée : J heures)

Exercice 1 (Les trois questions sont indépendantes)

1. Soient a € RT \ {1} et (up)nen la suite définie par ug = a et, pour tout n € N, u,41 = au, + %.

a) On suppose ici que a = % Montrer que la suite (uy)nen est constante.
b) On revient au cas général : a > 0,a # 1. Déterminer 1’expression de u,, en fonction de n et de a.
c) Pour quelle(s) valeur(s) de a la suite (uy)nen est-elle convergente ? Dans ce cas, quelle est sa
limite ? /7
In(1 — vz cos(z) — 1
2. Calculer les limites suivantes : a) lim In{ = Vo) ; b) lim cos(@) ~ 1 ;c) lim x(2+ sin(z)).
z—0t+ x z—0 z% 1 T—+00

3. Résoudre les équations ou inéquations suivantes :
a) Vo —1<Va2+2; b)|2z+1|>2—-3; c)tan(3z)+ tan(2z) = 0.

Exercice 2

On considere la fonction A : x — %111 (i + :E)
—x

1. Déterminer le domaine de définition Dy, de h.

2. Montrer que : Vx € | — 1,1[, h(—x) = —h(z). Que peut-on en conclure ?
3. Etudier les limites de h aux bornes de Dy,.
1+ 2

4. Vérifier que : Vo € Dy, =
11—z 1—x

— 1 et en déduire le sens de variation de la fonction

u:x»—)i—i_x

sur Dy. En déduire enfin le tableau de variation complet de h sur Dy,.

x -z
On considere maintenant la fonction g : x — %, définie sur R.
e’ +e
w\  vv—u
5. Dresser le tableau de variation complet de g sur R (on rappelle la formule (5) = 72)
v

6. Déterminer la fonction composée g o h.

7. Justifier que la composée h o g est définie sur R, puis déterminer une expression simple de celle-ci.
Que peut-on en conclure pour g et h ?

Exercice 3

Soit (un)nen la suite définie par : ug € R et Vn € N, uyq1 = %(u% + 3u, — 1).
1
1. Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = g(:vQ +3z—1).

a) Dresser le tableau de variations de f en justifiant les résultats et en précisant les limites.
b) Résoudre 'équation f(z) = x et déterminer le signe de f(z) — z en fonction de z.

2. Quelles sont les limites réelles possibles de la suite (uy)pen 7

3. Que peut-on dire de la suite (up)nen si ug € {1,—1,—-2,—4} 7

4. On suppose ug > 1. Montrer que la suite (u,)nen est croissante et que lirf Up, = +00.

n—-+0oo
5. On suppose —1 < uy < 1. Montrer que (uy)nen est décroissante et convergente, puis déterminer sa
limite.

6. On suppose —2 < ug < —1. Etudier la monotonie et la convergence de (uy)nen et déterminer sa
limite éventuelle.

7. On suppose —4 < ug < —2. Que peut-on dire de uq ? Conclure quant & la monotonie et la convergence
de (up)nen et préciser sa limite éventuelle.

8. On suppose ug < —4. Etudier la monotonie et la convergence de (Un)neN-



Exercice 4

Soit (un)pen* une suite qui converge vers une limite ¢. On définit alors la suite (v, ),cn* par la moyenne
Uy +ug + -+ Uy

m .
Partie A : On suppose de plus dans cette partie que la suite (u,)n>, est croissante.

arithmétique des n premiers termes de (u,), on pose donc : v, =

1. a) Montrer que la suite (v,),en* est croissante.
b) Montrer que les suites (uy),en* €t (Un)pen* sont majorées par /.
c¢) Que peut-on en déduire pour (vp),en* ?
2. a) Montrer que pour tout entier n non nul, 2ve, > v, + Uy
b) En déduire que la suite (vy,),en* converge vers /.
Partie B : On revient au cas général dans cette partie : (u,,) n’est plus nécessairement croissante.

1. Soit € > 0. Rappeler pourquoi il existe N > 1 tel que : Yk > N, |ur — ¢| < %
1o 1 v
2. Montrer que, pour tout n > N, on a : |v, — f| < EZ luk — €] + - Z lug, — £].
k=1 k=N+1

n
3. En déduire que : Vn > N, % Z lup—£] < %, puis qu’il existe N” > 1 tel que : Vn > N’, |v,—f| < e.
k=N+1

4. Que peut-on en déduire ?
Partie C : Un premier exemple.
1+ ui

5
1. a) Montrer, par récurrence, que pour tout n > 1, u, € ]0;1[.

On pose ug € [0; 1] et pour tout entier naturel n, u,4; =

b) Justifier que la suite (u,)nen est croissante.

¢) En déduire que la suite (uy,)nen converge vers un réel ¢ qu’'on déterminera.

2. Pour tout entier naturel n, on pose w, =1 — u,, et t,, = wi
n
a) Justifier que la suite (¢, )nen est bien définie.
C e . 1
M it = fi 1 ) = L
b) Montrer que pour tout n € N, t,11 — ¢, T puis justifier que Jm (tnt1 —tn) 5

n
o 1 1 . B
¢) En déduire que ngrfoo n; (ty —tp—1) = 5 Puis que nll)l}_loo nw, = 2.
d) Déterminer alors un équivalent de wy,.
n
e) On pose, pour n € N, S, = Z (wg)?. Exprimer w? & laide de uy, et uy41, puis montrer que la
k=0

suite (S,) est convergente et déterminer sa limite.
Partie D : Un deuxieme exemple.
1+ 2u,
1+ 3uy,
1. a) Montrer, par récurrence, que pour tout n € N, u, > 0.

On pose ug = 1 et, pour tout entier naturel n, wu,4+1 = upx

b) En déduire que (up)nen est décroissante, puis que (uy)neny converge vers un réel ¢ qu’on
déterminera.

. 1 1
2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, = T u
n n—

a) Justifier que la suite (v,),en+ est bien définie.
1

b) Mont tout n € N* T 1+2u, |
) Montrer que pour tout n » Un 1+ 2uy,—1

n
En déduire que lim wv, =1, puis déterminer lim = E V-
n—s—+o00 n—-+oo nk f

c¢) Déterminer un équivalent de w,.

Ty



