L. Sup. B/L Le 21 mai 2025

CONCOURS BLANC N° 2

Epreuve de mathématiques ; durée : 4 heures

Exercice 1 :
On considere la fonction f : R — R
z +— x4 sin?(z).
1. a) Montrer que, pour tout z € R,ona: x < f(z) <1+ xf( )
x

)
b) Déterminer les limites de f en —oo et 400, puis mll)r—lliloo —
)
)

2. a) Montrer que, pour tout x € R, f(zx+ ) = f(x) + 7.
b) Etablir le tableau de variations de f sur [0,7].

c¢) Expliquer comment on peut obtenir la courbe représentative C'y de f sur R a partir de la portion
de la courbe obtenue sur [0, 7] 7

3. En quels points Cy possede-t-elle des tangentes horizontales 7 (on déterminera les coordonnées de
ces points)

4. Tracer 'allure de la courbe Cy. La fonction f est-elle impaire ?

Exercice 2 :

On considere la fonction f définie sur ]0; 1] par f(z) = —zln(z) — (1 —z)In(1 — =) que 'on prolonge a
Uintervalle fermé [O 1] en posant f(0) = f(1) = 0. On note € sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (0,7, 7).

Partie |

1. Soit g la fonction définie sur ]0;1[ par g(z) = In(1 — z) — In(x).
a) Résoudre ’équation g(x) = 0.
b) Etudier le signe de g(x) en fonction de z.

2. Montrer que, pour tout = € [0; %], f(% + x) = f(% — x) Comment interpréter ce résultat
graphiquement 7
3. a) Montrer que f est dérivable sur ]0; 1] et calculer f'(x).

x
b) Etudier la limite lim # Interpréter graphiquement le résultat obtenu. En déduire I’allure de
z—07F

la courbe € au point A(1,0).
c¢) Dresser le tableau de variations de f.
4. a) Soient a et b deux réels strictement positifs tels que a + b = 1.
En utilisant la question 3., montrer que : aln <1> +bln <b) < In(2).
b) Pour quelles valeurs de a et b a-t-on I’égalité dans l'inégalité précédente ?

Partie 1l
On généralise I'inégalité précédente Soient p un entier naturel tel que p > 2 et ay,as,...,a, des réels

strictement positifs tels que Z a; = 1. On pose H, Z a; In < 1 )

i=1
1. a) Montrer que pour tout ¢t > 0, In(t) < ¢t — 1. Pour quelles valeurs de t cette inégalité est-elle
stricte 7 1 1
b) En déduire que pour tout ¢ € [1,p], a;ln (pa ) < p @i avec égalité si, et seulement si, a; = b
. a) Montrer que : H), Z a;In (pa1>
b) En déduire que : H, < In(p )
c) Déterminer ay, ag, ..., a, pour que I'inégalité précédente soit une égalité.



Exercice 3 :
On considere la fonction f définie sur [0; 1] par f(z) = 2ze”.
1. Montrer que f réalise une bijection de [0;1] sur un ensemble que ’on déterminera.
On note f~! la bijection réciproque de f. Donner les tableaux de variations de f et de f~!.
2. Vérifier qu’il existe dans [0; 1] un et un seul réel noté « tel que ae® =1 et justifier que o # 0.
On définit la suite (up)pen par : ug = a et : Vn €N, upr1 = f 1 (uy).
3. Montrer que pour tout entier naturel n, u, existe et u, € ]0;1].
4. a) Montrer que, pour tout réel = de [0;1], f(x) —z > 0. Vérifier que I’égalité ne se produit que
pour z = 0.
b) En déduire que la suite (u,)pen est strictement décroissante.
¢) Montrer que la suite (uy)nen est convergente et qu’elle a pour limite 0.

n
5. On cherche a préciser ce résultat en déterminant un équivalent de wu,,. On pose alors S,, = E U
k=0
. 1wy
a) Montrer que, pour tout entier naturel n : u,41 = §une ntl,

—Sn
s . . e
b) En déduire, par récurrence, que pour tout entier naturel n, u, =

2"
n
c¢) Montrer que Vn € N, u,, < (%) et en déduire que la suite (S),) est majorée puis qu’elle converge.

On note L sa limite. Montrer que a < L < 2.

d) Montrer finalement que u,, ~ 627" quand n — +o0.

Exercice 4 :

0 00
Soit la matrice A = <1 0 O) . On note I3 la matrice identité d’ordre 3.
0 1 0

1. Pour quelle(s) valeurs(s) de A € R la matrice A — AI3 est-elle non-inversible ?
2. Calculer A? et A3.
3. On considere S 'ensemble des matrices M de M3(R) telles que AM = MA.
a) Soit ¢ : M3(R) — M3 (R) l'application définie par : VM € M3(R), (M) =AM — MA
Justifier que ¢ est linéaire, et en déduire que S est un sous-espace vectoriel de Ms(R).
b) Soient a, 3 et v trois réels et M = al3 + BA + yA2. Vérifier que M € S.

a b c
¢) Réciproquement, on suppose que la matrice M = (d e f > appartient a §. Déterminer, en
g h 1

fonction des coefficients de M, trois réels o, 5 et ~ tels que M = alz + A + vA2.
d) Déduire des questions précédentes une base de S.

4. On considere S’ 'ensemble des matrices M de M3(R) telles que M3 = 0 et M? # 0.
a) Soit P € M3(R) inversible et M = PAP~!. Vérifier que M € S'.

-1 1 1
b) Dans cette question, on pose M = ( 1 1 -1 >, et I'on considere f I’endomorphisme de R3
0 2 0

dont M est la matrice dans la base canonique B de R3.
i. Vérifier que M € §'.
ii. Trouver un vecteur u € R? tel que f2(u) # Ogs.
iii. Montrer que la famille B' = (u, f(u), f?(u)) est une base de R*.
iv. Déterminer la matrice de f dans la base B’.

¢) On cherche a généraliser ce qui a été montré dans la question précédente. Pour cela, on consideére
une matrice M quelconque de S’ et f 'endomorphisme de R3 dont M est la matrice dans la base
canonique B.

i. Prouver qu’il existe un vecteur u € R3? tel que f2(u) # Ogs.
ii. Montrer que la famille B’ = (u, fu), fz(u)) est une base de R3.
iii. En déduire que toutes les matrices de S’ sont semblables. Que vaut leur trace ?

Ty



