Exercices supplémentaires : intégration

Exercice 1
Déterminer les primitives suivantes en précisant I'intervalle :

1// 5 dz. 2//ﬁdt. 3//008 sin(x) du. 4//\/de.

5//1+ — du. 6//Sin2(x)dm. 7//cos () sin(27) dz.

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes :

sm sm 2x 3 Loy
1 d . 2 d . tan?(z) dz. 4 d
/ / 1+ (3052 ‘ / / 1+ cos?(z) ’ 3/ /Z an(z) d / /0 1+ a4

2+e 2
5// dx. 6//2 x2—xdm'

Exercice 3
A Taide d’intégrations par parties, déterminer les primitives et calculer les intégrales suivantes :

1 /0 Cwctan()dz. 2 /0 fFeos(a) dr. 3/ / rsind(@))de. 4/ / n(1+422)
5//$(x)dx

Exercice 4
A Taide des changements de variables proposés, calculer les intégrales suivantes :

t
1/ / Tl dt, a I’aide du changement de variables u = v/t + 1.
2/ / dx a Paide du changement de variables t = /x.

3/ / —2, a Paide du changement de variables ¢t = In(x).
x + x1n*(x)

1
4// dx
0 €

1
5/ / V1 —2%dx a laide du changement de variables x = sin(t).
0

T a I'aide du changement de variables t = e”.

Exercice 5 2n
, : 1 T
Démontrer que lim {—/ arctan(x) dx] = — en encadrant arctan(x) sur [n, 2n].
n—+oo [N [, 2
Exercice 6

Soit a € R™ et f : [0;a] — R™ continue.

“ t
1/ Calculer / /) dt a I'aide du changement de variables u = a — t.
o f(t)+fla=1)

5 £))sin(®)
2/ Application : calculer /2 (cos(t)) dt.

0 (COS(t))Sin(t) + (Sin(t))cos(t)
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Exercice 7
Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que Vz € [a,b], f(a +b—x) = f(z).

b
1/ A aide du changement de variables t = a—|—b—x, démontrer que / :cf( —_ a + / f dzx.
vy t <1 t
2/ En déduire / L()
o 1+ cos?(t)
Exercice 8 1 1
0 tout n de N*, I, = [ ————d
I pose pour tout n de ’ /0 (1+x2)n X

1/ Effectuer une IPP sur I, pour obtenir une relation entre I, et I,,.
2/ Calculer I; et en déduire Is.

Exercice 9
Intégrales de Wallis

(VB

On pose pour tout n de N, [,, = / sin”(t)dt.
0

2
1/ Montrer que pour tout n de N, I, = / cos”"(t)dt, avec un changement de variable laissant
0

invariantes les bornes.
2/ Calculer Iy et .
3/ Démontrer que la suite (I,,),en est strictement décroissante.
4/ Démontrer que Vn € N, I,, > 0. Qu’en déduit-on ?
n+1 I
n+2

5/ Effectuer une IPP sur I, ;5 pour démontrer que pour tout n entier naturel, I,, ;o =

2p)! 7™
(20p)2 ~ 2
(n
Lt

6/ En déduire que Vp € N, I, =

X

7/ En utilisant 5/, démontrer que Vn €

N,
8/ En utilisant le fait que Vn € N, I,, 15 <
déterminer un équivalent de I,,.

+ )1, = 5 En déduire 5.1, pour p € N.

1 < I, et la question 5/, montrer que I,,1 ~ I, puis
9/ En déduire un équivalent de (*").

Exercice 10 10; 4+ — R
Soit la fonction F : /"” In(1+¢) .
r —> ——2dt

1/ Montrer que F est C! sur ]0; +o0.
1 1 1
2/ Montrer que Vo > 0, F(z) + F (—) =3 (In(x))? a aide du changement de variables u = n
x

1 t
3/ En déduire que Va €]0; +o00], / Mdt =~ (In(z))* + F(z) (aide : factoriser z dans In).

1 t

DO | —

Exercice 11

On pose [ :x+—> —dt
pose f : / t + sin(t)
1/ Déterminer 'ensemble de définition Z; de f et montrer que f est paire.

2/ Démontrer que f est dérivable sur Z; et calculer f'(z) pour z € Z.
3/ A l'aide du théoréme d’encadrement, déterminer la limite de f en +oc.

Exercice 12 n n—1
En utilisant les sommes de Riemann, calculer lim

S et m Y
n—+o0o —1 \/m n—+4o00 P n2 + ]{?2 .
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