Exercices supplémentaires : applications linéaires

Exercice 1
Parmi ces applications de R? dans R?, lesquelles sont linéaires ?

1/ fi:(z,y,2) — (x —y+ 2, —72).

2/ f2:(‘r7y7 ) (JI—Zy—i— )
3/ f3:(z,y,2) — (0,22 — 2).
4/ f4:(x7y7 )H(vay)
5/f55($,y,)'—>( —ZEZ)
Exercice 2
D . R? — RR?
Soit 'application f : { (5y) — (x+2,2+3y)

1/ Démontrer que f est un endomorphisme de R2.
2/ Déterminer ker(f) et Im(f).

3/ f est-elle surjective ? Injective 7 Que peut-on en conclure pour f7

R? — R3

1/ Démontrer que f est linéaire.

Exercice 3
Soit I'application f : { (

2/ f est-elle surjective ?
3/ Déterminer ker(f). f est-elle injective ?.

R3 — RR?

z) — (2r—z,y+22) "

Exercice 4
Soit Papplication f :
pp f { (2,7,

1/ Démontrer que f est linéaire.

2/ f est-elle injective ? Surjective ?

Exercice 5

Soit Z = (ey, e, e3) la base canonique de R?, et f ’'endomorphisme de R? tel que f(e;) = (1, —1,2),

f(€2> = (_37 2, _1) et f<€3> = <_774> 1)'

1/ Déterminer le ou les antécédents (8'il en existe) de u = (=1, —1,8) et v = (—2,1,3) par f.

2/ f est-elle surjective 7 Injective ?

Exercice 6 R2 —» R2
Soit I'application p : 1 )
(2,y) — s(@+2y,20+4y)

1/ Démontrer que p est un endomorphisme de R?.

2/ Déterminer une base de ker(p). p est-elle injective ?
3/ Déterminer une base de Im(p). p est-elle surjective ?
4/ Démontrer que pop = p.

Exercice 7

On considére 'application f définie par :

V(z,y,2) € R? f(z,y,2) = v — 2y + 3z.

1/ Démontrer que f est une forme linéaire.

2/ f est-elle surjective ? Injective ?

Applications linéaires

HKBL



Exercice 8
Soit f un endomorphisme de R? tel que f* = fo fo f=0grs) et f2= fof#0gns).

1/ Démontrer que f n’est pas un automorphisme de R3.

2/ Démontrer qu’il existe u € R? tel que la famille (u, f(u), f?(u)) soit une base de R3.
Exercice 9

Soit u € Z(R"). Démontrer que :

1/ ker(u) C ker(u?).

2/ Im(u?) C Im(u).

3/ ker(u) = ker(u?) <= Im(u) = Im(u?).

Exercice 10
Soient f et g deux endomorphismes de R".

1/ Démontrer que ker(g) N Im(f) = f(ker(g o f)).
2/ Démontrer que si fog=gog (f et g commutent), alors ker(g) et Im(g) sont stables par f.
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