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TD n°12 : Fonctions usuelles

Exercice 1

a) Montrer que, pour tout z réel, e* > 1 + x.
2

x
b) Montrer que, pour tout x > 0, e* > 1+ x + —.

2
e’ In(z
¢) En déduire que : lim — = +oo et que : lim (z) =0.
r—+o00 2 r— 400 x

Exercice 2
Résoudre les équations, inéquations ou systemes d’équations suivants :

Yo fz|+ln 241 =0 ;b) In(z)—24+—— >0 ;¢) 97 4+3°—12 = 0 d){ 22—y = 12
a)ln |r n|\xr = ; n(x)— ‘c . _ :
In(x) In(z)—In(y) = In(2)
Exercice 3
On considere les applications f : R — R et g: R — R
e’ +e” et —e %
r —r —5 T — —

1. Déterminer si f est injective, surjective, bijective.
2. Montrer que g est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 4
Déterminer, si elles existent, les limites suivantes :

1 | _ _
a) lim :cln(l—i—;) b) lim ¢ c) lim(ln(x))x ! d) lim S——% (a,beR,a#b)

r—r+o00 r—0+ \/E r—1 z—0 T

Exercice 5
1. Résoudre dans RY les équations suivantes : a) \/z " = Ve b) (22)" = z*
2. Pour quels réels a et b a-t-on Pégalité : a™®) = pin(@) ?
In(In(z))
3. Simplifier 'expression (%) en précisant le domaine de définition.

Exercice 6

Comparer, au voisinage de 400, pour 1 < a < b : f(z) = a®") et g(z) = bl@").
Exercice 7

Résoudre dans R les équations suivantes :

a) cos(z) + cos(3z) =0 b) sin(2z) = cos (az + g) c) tan(x) - tan(4x) = —1

Exercige 8
A Taide des limites remarquables, calculer les limites suivantes :
xsin(x sin(z) — sin(2x T_ et
a) lim 4; b) lim (@) (22) ; ¢) lim € -°
=01 — cos(x) z—0 x? z—0 tan(2z)

Exercice 9
Démontrer les égalités suivantes :

a) Vr € R, cos(Arctan(z)) =

[a—
&_{_ =
8

\v]

b) Vz € R, sin(Arctan(x)) =

1+ 22
1 — cos(x
¢) Vo € [0,7[, Arctan —() e
1 + cos(x) 2
Exercice 10
Montrer que : Vo > 0, Arctan(z)+ Arctan (%) = g
1\«
Vx <0, Arctan(x)+ Arctan (E) =3

Exercice 11
2x

Etudier et représenter graphiquement la fonction f: x —— Arctan <1 ) — 2 Arctan(x).

)



Indications pour les exercices du TD n°12

2 T

Ex. 1: a) étudier f(x) = e —1—x; b) étudier g(z) =€ — 1 —x — %; c) minorer < grace a b)
x

puis faire le changement de variable y = In(x) pour calculer la 2 éme limite.

Ex. 2 : a) utiliser les propriétés du logarithme pour se ramener a 2 équations du second degré ; b) réduire
au méme dénominateur ; c) faire le changement d'inconnue y = 37 ; d) se débarrasser des logarithmes
et substituer dans la 1 ere équation.

Ex. 3 : 1. remarquer que Vx € R, f(—x) = f(x) et f(x) > 0; 2. résoudre g(x) = y pour y € R.

Ex. 4 : a) poser y = 1/x; b) se ramener a la limite du cours avec /x = x/\/x; c) “passer’ a
I'exponentielle et faire le changement y = In(z) ; d) mettre e’ en facteur et se ramener a une limite
connue.

Ex. 5: 1. a) b) prendre le logarithme de chaque membre puis factoriser ; 2. et 3. : utiliser I'exponentielle
pour transformer les expressions.

Ex. 6 : faire le quotient et “passer” a |'exponentielle puis utiliser les limites de référence.

Ex. 7 : a) se ramener a cos(a) = cos(b); b) se ramener a sin(a) = sin(b); c) se ramener a
tan(a) = tan(b) avec x — § — x dans tan(z).
sin(z)

Ex. 8 : a) faire apparaitre ; b) sin(2z) = ...; c) mettre e~* en facteur au numérateur

Ex. 9 : a) utiliser cos?a =

de cos (g)

Ex. 10 : étudier la fonction z — Arctan(z) + Arctan (%) sur |0, +oo[ et |—o0,0].

Ex. 11 : déterminer Dy, Dy puis calculer f'(x) en simplifiant au maximum et conclure.

— . b) utiliser a) et cos? +sin? = 1: c) exprimer cos(z) 3 I'aide
BTl ) ) exprimer cos(z)
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Ex. 1: a) étudier f(z) = e —1 —x; b) étudier g(z) =e* —1 -z — T c) minorer % grace a b)
puis faire le changement de variable y = In(x) pour calculer la 2 éme limite.

Ex. 2 : a) utiliser les propriétés du logarithme pour se ramener a 2 équations du second degré ; b) réduire
au méme dénominateur ; c) faire le changement d'inconnue y = 37 ; d) se débarrasser des logarithmes
et substituer dans la 1 ere équation.

Ex. 3 : 1. remarquer que Vx € R, f(—x) = f(z) et f(x) > 0; 2. résoudre g(x) =y pour y € R.

Ex. 4 : a) poser y = 1/x; b) se ramener a la limite du cours avec /x = x/\/z; c) “passer’ a
I'exponentielle et faire le changement y = In(x) ; d) mettre e®* en facteur et se ramener a une limite
connue.

Ex. 5: 1. a) b) prendre le logarithme de chaque membre puis factoriser ; 2. et 3. : utiliser I'exponentielle
pour transformer les expressions.

Ex. 6 : faire le quotient et “passer” a I'exponentielle puis utiliser les limites de référence.

Ex. 7 : a) se ramener a cos(a) = cos(b); b) se ramener a sin(a) = sin(b); c) se ramener a
tan(a) = tan(b) avec x — § — x dans tan(z).
sin(x)

Ex. 8 : a) faire apparaitre ; b) sin(2x) = ...; ¢) mettre e~* en facteur au numérateur

1
Ex. 9 : a) utiliser cos?a = ————
1 + tan®(a)

de cos (%)

Ex. 10 : étudier la fonction z — Arctan(z) + Arctan (%) sur ]0, +oo[ et |—o0,0].

. b) utiliser a) et cos? +sin? = 1; c) exprimer cos(z) a I'aide

Ex. 11 : déterminer D¢, Dy puis calculer f/(z) en simplifiant au maximum et conclure.



