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TD n◦ 14 : Produit scalaire dans Rn

Exercice 1

Soit R4 muni du produit scalaire canonique. On note B la base canonique de R4.
1. On pose v1 = (3, 4, 0, 0), v2 = (−4, 3, 0, 0), v3 = (0, 0, 5, 12), v4 = (0, 0,−12, 5). La famille
(v1, v2, v3, v4) est-elle orthogonale ? En déduire une base orthonormée C = (e1, e2, e3, e4) de R4.

2. Écrire les matrices de passage P de B à C (resp. P ′ de C à B). Que constate-t-on ?

Exercice 2

Montrer que si x, y, z sont des réels tels que 2x2 + y2 + 5z2 = 1, alors (x+ y + z)2 ⩽ 17
10

.

Exercice 3

Soit n ∈ N∗, montrer que :
n∑

k=1

e2k ⩾ nen+1, puis : e2n − 1 ⩾ nen
(
e− e−1

)
.

Peut-on avoir l’égalité ? Dans quel(s) cas ?

Exercice 4

Soit Rn muni de son produit scalaire usuel. Pour x ∈ Rn ∖ {0}, on pose f(x) =
x

∥x∥2
.

1. Montrer que f vérifie f ◦ f = IdRn∖{0}.

2. Montrer que pour tout (x, y) ∈
(
Rn ∖ {0}

)2
, ∥f(x)− f(y)∥ =

∥x− y∥
∥x∥∥y∥

.

Exercice 5

Soient Rn muni de son produit scalaire usuel et (e1, . . . , ep) ∈
(
Rn

)p
. Montrer que les conditions

suivantes sont deux à deux équivalentes :

i) (e1, . . . , ep) est une base orthonormale de Rn.

ii) ∀i ∈ [[1, p]], ∥ei∥ = 1 et ∀(x, y) ∈
(
Rn

)2
, ⟨x, y ⟩ =

p∑
i=1

⟨ ei, x ⟩⟨ ei, y ⟩.

iii) ∀i ∈ [[1, p]], ∥ei∥ = 1 et ∀x ∈ Rn, ∥x∥2 =
p∑

i=1

⟨ ei, x ⟩2.

Exercice 6

Soit F = (e1, . . . , ep) une famille de p vecteurs de Rn, muni du produit scalaire usuel. On considère

l’application f : Rn −→ Rn définie par : ∀x ∈ Rn, f(x) =

p∑
i=1

⟨ ei, x ⟩ei.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de Rn.
2. Montrer : Ker(f) = F⊥ et Im(f) = Vect{F}.
3. Établir que f est bijective si, et seulement si, F engendre Rn.

Exercice 7

On considère Rn muni de son produit scalaire usuel. Soit f un endomorphisme de Rn qui vérifie la

propriété suivante : ∀(x, y) ∈
(
Rn

)2
, ⟨x, y ⟩ = 0 =⇒ ⟨ f(x), f(y) ⟩ = 0.

1. Soient (x, y) ∈
(
Rn

)2
tel que ∥x∥ = ∥y∥, montrer que x+ y et x− y sont orthogonaux.

2. Montrer que si x et y sont unitaires, alors ∥f(x)∥ = ∥f(y)∥.
3. Montrer qu’il existe k ∈ R+ tel que : ∀x ∈ Rn, ∥f(x)∥ = k∥x∥.

Exercice 8 (Lyon 2021)
On considère Rn muni de son produit scalaire usuel et u ∈ L(Rn) de matrice A dans la base canonique.
On définit alors u∗ l’endomorphisme de Rn dont la matrice dans la base canonique est tA.

1. Montrer que : ∀(x, y) ∈
(
Rn

)2
, ⟨x, u(y) ⟩ = ⟨u∗(x), y ⟩.

2. Montrer que : Im(u) ⊂
(
Ker(u∗)

)⊥
et que :

(
Im(u)

)⊥ ⊂ Ker(u∗).

3. En déduire que : Im(u) =
(
Ker(u∗)

)⊥
.



Exercice 9

Dans R3 muni de son produit scalaire usuel, on note B = (e1, e2, e3) sa base canonique et F le plan
vectoriel d’équation x−

√
2y + z = 0.

1. Déterminer un vecteur unitaire a de D = F⊥ et en déduire la matrice B de la projection orthogonale
q sur D dans la base B.
2. En déduire la matrice A de la projection orthogonale p sur F dans B.
3. Calculer la distance des vecteurs de B à F .

Exercice 10 (Paris Saclay 2019)

On considère la matrice : A =
1
2

 1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1

 ∈ M4(R).

On munit l’espace vectoriel R4 du produit scalaire usuel et d’une b.o.n. B = (e1, e2, e3, e4).
Soit p l’endomorphisme de R4 dont la matrice est A relativement à la base B.
1. Montrer que l’endomorphisme p est une projection.
2. Déterminer une base de l’image de p et une base du noyau de p.
3. Démontrer que p est une projection orthogonale.
4. Déterminer une base orthonormée de R4 dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Exercice 11 (TSE 2023)
Soit E = R4 muni de son produit scalaire usuel.
On pose G = Vect{(1, 2,−3, 1)} et H = {(x, y, z, t) ∈ E | x+ y − z = 0}.
1. Montrer que G et H sont des sous-espaces vectoriels de E dont on donnera des bases.

2. Déterminer un système d’équations cartésiennes de G.

3. Montrer que G et H sont supplémentaires dans E.

4. Déterminer la décomposition du vecteur (1, 1, 1, 1) selon G et H.

5. Montrer que ((1, 1, 2, 0), (1,−1, 0, 0), (0, 0, 0, 1)) est une base orthogonale de H.

6. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur H.

7. Calculer la distance de (1, 0, 1, 0) et de (1, 1, 1, 1) à H.

∼◀ Indications pour les exercices du TD n◦ 14 ▶∼

Ex. 1 : 1. normer les vecteurs ; 2. calculer les coordonnées des vecteurs de B dans C avec les produits scalaires
Ex. 2 : interpréter 2x2 + y2 + 5z2 comme le carré d’une norme et x + y + z comme un produit scalaire puis
appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Ex. 3 : appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz en utilisant u = (e1, . . . , en) et v = (en, . . . , e1), puis le cas
d’égalité.
Ex. 4 : 1. ok ; 2. utiliser ∥a− b∥2 = ∥a∥2 − 2⟨ a, b ⟩+ ∥b∥2.
Ex. 5 : i) =⇒ ii) utiliser la décomposition dans la b.o.n. ; ii) =⇒ iii) choisir y = x ; iii) =⇒ i) montrer que
la famille est orthogonale en choisissant x = ek, puis qu’elle est libre, enfin montrer qu’elle est génératrice en

prouvant que si u =

p∑
i=1

⟨ ei, x ⟩ei alors ∥x− u∥2 = 0.

Ex. 6 : 1. bilinéarité du produit scalaire ; 2. double inclusion pour Ker f , pour Im f utiliser les dimensions ; 3.
utiliser 2.
Ex. 7 : 1. calculer ⟨x+ y, x− y ⟩ ; 2. utiliser 1. et ⟨ f(x+ y), f(x− y) ⟩ = 0 ; 3. si x ̸= 0, considérer y =

x

∥x∥
.

Ex. 8 : 1. utiliser l’expression matricielle du produit scalaire ; 2. utiliser le 1. en raisonnant sur des vecteurs ; 3.
utiliser 2. et la dimension.
Ex. 9 : 1. ok et q(x) = ⟨x, a ⟩a ; 2. p+ q = Id ; 3. utiliser p.
Ex. 10 : 1. calculer A2 ; 2. ok sans oublier le th. du rang ; 3. vérifier Ker(p)⊥ Im(p) ; 4. réunir des bases de Im(p)
et Ker(p) et normer.
Ex. 11 : 1. ok ; 2. trouver une base de G⊥ puis G = G⊥⊥ ; 3. “réunir” des bases de G et H ; 4. ok ; 5. ok ; 6.
normer les vecteurs de la base du 5. ; 7. ok en remarquant que (1, 0, 1, 0) ∈ H et en calculant pH(((1, 1, 1, 1)).


